5. Разработка регрессионных математических моделей

5.1. Общие сведения о корреляционном и регрессионном анализе

При решении инженерных и научных задач автомобильного транспорта часто необходимо не только исследовать распределение изучаемых показателей (случайных величин) xi (т.е. определить их среднее значение 
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, доверительный интервал для математического ожидания M(x), среднее квадратическое отклонение (x, коэффициент вариации vx, относительную μx и абсолютную (x ошибки, построить графики дифференциальной f(xi) и интегральной F(xi) функций распределения и п.т.), но и определить степень и форму влияния одной (x) случайной величины на другую (y). При этом они могут быть либо независимыми, либо связанными функциональной или статистической (корреляционной) зависимостью [2].

Функциональной зависимостью между двумя переменными x и y называется зависимость, при которой каждому значению переменной x соответствует одно или несколько вполне определённых значений x. Все другие виды зависимостей, при которых нет такого строгого соответствия между значениями x и y, называются статистическими (корреляционными). Они существуют, как правило, между случайными величинами. Таким образом, статистической (регрессионной) зависимостью между случайными величинами x и y называется такая зависимость, при которой каждому значению x соответствует несколько (ряд) возможных значений y, т.е. распределение y, меняющееся с изменением x.

Примеры статистических зависимостей:

зависимость износа сопряжения (y) от пробега (x);

зависимость трудоёмкости текущего ремонта (y) от пробега (x);

зависимость времени запаздывания поступления масла к подшипникам после начала прокручивания коленчатого вала двигателя (y) от температуры (x)  окружающего воздуха;

зависимость скорости изнашивания (y) деталей от щёлочности (x) в смазочном масле;

зависимость коэффициента трения (y) от температуры x масла на поверхности контакта и т.д.

Основная цель изучения взаимосвязей между случайными величинами заключается в прогнозе значений одной случайной величины (y) на основании значений другой случайной величины (x). Прогноз – это вероятностное утверждение о будущем с относительно высокой степенью достоверности. Вероятностный подход принципиально отличает прогноз от предсказания, утверждения о будущем с абсолютной достоверностью (например, о последовательности воспламенения смеси в цилиндрах). Например, чем раньше и точнее будет спрогнозирован отказ (или предельное значение износа детали), тем больше времени подготовится к нему, меньше простой автомобиля в ожидании ремонта, меньше необходимое число запасных частей на складе. Значение прогнозирования состоит не только в определении направлений измерения, но и в планировании текущей деятельности в соответствии с этим направлением.

Изучение статистических зависимостей  между случайными величинами производится с помощью корреляционного и регрессионного анализа. Основные его положения были заложены английским математиком Фрэнсисом Гальтоном (1823-1910) [3]. Корреляционный анализ позволяет ответить на вопрос "существует ли зависимость между x и y"? В случае положительного ответа метод корреляционного анализа позволяет измерить степень тесноты статистической зависимости (степень близости статистической зависимости к функциональной).

 Под регрессионным анализом понимают исследование закономерностей связи между явлениями (процессами), которые зависят от многих, иногда неизвестных, факторов. Статистические зависимости описываются  математическими моделями процесса, т.е. регрессионными выражениями, связывающими независимые значения x (факторы) с переменной y (результативный признак, функция цели, отклик). Таким образом, основной задачей регрессионного анализа является установление вида функции 
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связывающей параметр оптимизации y с фактором x, оказывающие влияние на функцию отклика. Алгебраические выражения функции (5.1) называют эмпирическими формулами или регрессионными математическими моделями.

Необходимость в подборе эмпирических формул возникает во многих случаях. Так, если аналитическое выражения (5.1) сложное, требует громоздких вычислений, составления программ для ЭВМ или вообще не имеет аналитического выражения, то эффективнее пользоваться упрощённой приближённой эмпирической формулой.

Эмпирические формулы должны быть по возможности наиболее простыми и точно соответствовать экспериментальным данным в пределах изменения аргумента. Таким образом, эмпирические формулы являются приближёнными выражениями аналитических формул. Замену точных аналитических выражений приближёнными, более простыми называют аппроксимацией, а функции – аппроксимирующими.

5.2. Парные и многофакторные регрессионные модели. Линейная и нелинейная зависимости

В зависимости от количества рассматриваемых факторов различают парный (однофакторный) и многофакторный корреляционно-регрессионный анализ. Однофакторная модель в общем виде описывается выражением (5.1), а многофакторная, соответственно, выражением
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Некоторые примеры многофакторных зависимостей.

Содержание СО в отработавших газах автомобильного двигателя зависит от следующих факторов: x1 – пропускная способность главного топливного жиклёра, см3/мин; x2 – пропускная способность воздушного жиклёра, см3/мин; x3 – зазор в свечах, мм; x4 – угол замкнутого состояния контактов, град.; x5 – угол опережения зажигания, град.; x6 – зазор в клапанном механизме, мм.; x7 – уровень топлива в поплавковой камере, мм.; x8 – разряжение за дросселем, кПа; x9 – пропускная способность жиклёров полной мощности, см3/мин.

Величина износа пневмогидравлической подвески автомобиля БелАЗ определяется следующими факторами: x1 – нагрузка; x2 – поверхностная твёрдость трущихся деталей; x3  – скорость скольжения; x4 – твёрдость абразивных частиц; x5 – температура деталей; x6 – путь трения; x7 – коэффициент трения; x8 – амплитуда колебаний.

На расход топлива влияют следующие параметры технического состояния трансмиссии и ходовой части автомобиля [4]: x1 – усилие затяжки подшипников ступиц колёс, Н; x2 – усилие затяжки подшипников редуктора заднего моста, Н; x3 – схождение колёс, мм; x4 –давление воздуха в шинах, МПа.

Парная регрессия может быть аппроксимирована по линейной или нелинейной зависимости. Пары (xi,yi) – значения, полученные в результате проведения эксперимента, рассматриваются как выборка из некоторой генеральной совокупности. Если генеральная двумерная совокупность является нормальной, то связь между зависимой переменной yi и независимой переменной xi описывается линейной регрессионной моделью
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где b0 – свободный член уравнения, b1 – коэффициент уравнения регрессии. Значение b0 показывает, в какой точке линии регрессии пересекает ось ординат. Физический смысл коэффициента b1 заключается в том, что он показывает, на какую величину изменяется переменная y при изменении x на единицу.

Если закон случайных величин не является нормальным, то регрессионная математическая модель в общем случае будет нелинейной.

К нелинейным моделям, имеющим применение при решении большинства задач автомобильного транспорта, относятся:

показательная
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степенная
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логарифмическая
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экспоненциальная
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гиперболическая
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параболическая


[image: image10.wmf].

...

2

2

1

0

n

n

x

b

x

b

x

b

b

y

+

+

+

+

=





(5.9)

Для многофакторных моделей, как и в случае парных зависимостей, различают линейные и нелинейные модели.

Многофакторная линейная модель
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Многофакторные нелинейные модели:

показательная
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степенная
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логарифмическая
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гиперболическая
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Выбор параметров модели является наиболее ответственным моментом при проведении эксперимента по схеме регрессионного анализа. Нередко трудно решить, какую из моделей выбрать. Выбор модели, как правило, должен производится из профессионально-логического анализа с использованием результатов предыдущих исследований (если таковые имеются в наличии), а также на основании детального изучения физических закономерностей формирования изучаемого процесса или явления. В следующих параграфах будут рассмотрены некоторые математические критерии, позволяющие выбрать наилучшую модель из ряда рассматриваемых.

5.3. Оценка    вида    и    степени    тесноты    связи    между 
экспериментальными   данными

На практике при обработке  экспериментальных данных, закон распределения двумерной случайной величины (X,(), как правило не известен. В распоряжении экспериментатора имеются только зафиксированные значения двумерной величины – точки (xi,yi) (i=1,2,3…N) или, более кратко, имеется выборка объема N. Результаты эксперимента (xi,yi) изображаются в виде точек в декартовой системе координат и получаем точечную диаграмму, называемую корреляционным полем (рис. 5.1).

По тесноте группирования точек вокруг прямой или кривой линии, по наклону линии можно визуально судить о наличии корреляционной зависимости. Так из рис 5.1а видно, что экспериментальные данные имеют определённую связь между x и y, а измерения, приведённые на рис. 5.1б, такой связи не показывают.

Корреляционное поле характеризует вид связи между x и y. По форме поля можно ориентировочно судить о форме графика, характеризующего прямолинейную или криволинейную зависимости. Даже для вполне выраженной формы корреляционного поля вследствие статистического характера связи исследуемого явления одно значение x может иметь несколько значений y. Если на корреляционном поле осреднить точки, т.е. для каждого значения xi опреде-
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Рис. 5.1. Корреляционное поле

лить среднее значение 
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и соединить точки 
[image: image17.wmf]i

y

, то можно будет получить ломаную линию, называемую экспериментальной регрессионнойзависимостью (линией) (рис 5.2, кривая 1). Наличие ломаной линии объясняется погрешностями измерений, недостаточным количеством измерений, физической сущностью исследуемого явления и др.

Критерием тесноты линейной связи между двумя случайными величинами является эмпирический коэффициент парной корреляции (или просто коэффициент корреляции) R.
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где N – число измерений (объём выборки). Значение данного коэффициента колеблется от -1 до +1. Знак (-) указывает на наличие обратной связи между рассматриваемыми величинами. При R=1,0 x и y связаны функциональной связью (в данном случае линейной), т.е. каждому значению x соответствует только одно значение y. При R≈0 линейная корреляционная связь между x и y отсутствует, но может существовать нелинейная зависимость между x и y. Принято считать, что теснота связи при величине коэффициента корреляции 0,3 и меньше – слабая, при 0,3…0,5 – уменьшенная, 0,7 и больше – высокая [5].

Для проверки значимости коэффициента корреляции R вычисляется статистика 
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По специальным таблицам распределения Стьюдента по фиксированному уровню значимости α и числу степеней свободы 
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 определяется критическое (табличное) значение 
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, то оценка коэффициента корреляции R считается значимой, т.е. рассчитанное значение R достаточно для обоснованного вывода о наличии корреляционной связи между исследуемыми величинами x и y. Если  
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, то гипотеза о линейной связи x и y отвергается, но при этом может существовать нелинейная корреляционная зависимость между x и y.  Если 
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, то между x и y существует линейная корреляционная зависимость.

Для определения процента разброса (изменчивости) искомой функции y относительно её среднего значения, определяемого изменчивостью фактора x, вычисляют коэффициент детерминации
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Например, в результате обработки экспериментальных данных о зависимости трудоёмкости текущего ремонта от пробега с начала эксплуатации значение R=0,78. Значение коэффициента детерминации D=0,61. Данный результат означает, что 61% разброса значений трудоёмкости (y) определяется (т.е. зависит) от значения пробега (x), а 39% разброса y остаются необъяснёнными. Эти 39% могут быть вызваны либо случайными ошибками эксперимента, либо другими, неучтёнными факторами, либо тем, что данная зависимость более точно описывается нелинейной моделью.

В случае, если сразу по виду корреляционного поля выдвинута гипотеза о нелинейной зависимости между x и y, а также если в результате корреляционного анализа по величине оценок R и 
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 доказано отсутствие линейной связи между x и y, то необходимо проверить гипотезу о возможной нелинейной зависимости между исследуемыми величинами x и y. С этой целью необходимо расчитать значение оценки корреляционного отношения η. Для этого необходимо:

сгруппировать данные по оси абсцисс в k равновеликих интервалов (k=5…8) и определить значение середины каждого интервала 
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 (рис 5.2);

подсчитать число экспериментальных точек 
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, попавших в каждый из k интервалов;
рассчитать среднее значение ординат точек 
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, попавших в j-й интервал группирования
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(5.18)
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 – расчётные точки, полученные после первичной группировки экспериментальных данных на корреляционном поле; (-
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 – средние значения ординат точек 
[image: image35.wmf]i

y

, попавших в j-й интервал; 1 – экспериментальная линия регрессии, полученная после первичной обработки корреляционного поля; 2 – экспериментальная линия регрессии, полученная после вторичной группировки результатов эксперимента для расчёта корреляционного отношения η.

Рис. 5.2. Иллюстрация к расчёту корреляционного отношения.

определить межгрупповое среднее квадратическое отклонение
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где N – объём первоначальной выборки, т.е. количество пар точек (xi,yi); 
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 –общее среднее значение экспериментальных точек 
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;

определить общее среднее квадратическое отклонение экспериментальных данных 
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 вокруг общего среднего 
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рассчитать оценку корреляционного соотношения η
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Оценку значимости корреляционного отношения η проводить с использованием формулы (5.16) по тем же правилам, что и для коэффициента R. При этом в формулу (5.16) вместо R подставляется значение η. Значение η обладает теми же свойствами, что и R. Также рассчитывается значение коэффициента детерминации по формуле (5.17).

5.4.  Методы подбора эмпирических формул

Как уже отмечалось, обычно экспериментальные точки на графике имеют случайные отклонения от видимой общей закономерности. Эти отклонения связаны с неизбежными при всяком опыте погрешностями. Желательно обработать экспериментальные данные так, чтобы по возможности точно отобразить общую тенденцию зависимости y от x и разработать регрессионную математическую модель, которая в общем виде может быть представлена уравнением (5.1). Общепринятым при решении подобных задач является метод наименьших квадратов (МНК), разработанный К. Гауссом (1809г.) и А. Марковым (1900г.). Физический смысл данного метода заключается в том, что требование наилучшего согласования теоретической (выравнивающей, сглаживающей, аппроксимирующей) кривой и экспериментальных точек сводится к тому, чтобы сумма (S)  квадратов экспериментальных точек (
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Параметры b0 и b1 (оценки коэффициентов регрессии) модели (5.3) определяются по следующим уравнениям



[image: image46.wmf]2

1

1

2

1

1

1

1

)

(

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

-

-

=

N

i

i

N

i

i

N

i

i

N

i

i

N

i

i

i

x

x

N

y

x

y

x

N

b

,




(5.23)

где  xi, yi – результаты эксперимента.
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где 
[image: image48.wmf]y

, 
[image: image49.wmf]x

 – средние значения  (оценки математических ожиданий) функции и аргумента.

Для набора нелинейных эмпирических функций регрессии в настоящее время существуют практически два основных метода [6]:

1. линеаризация, т.е. приведение нелинейных функций к линейному виду при помощи специальных преобразований;

2. аппроксимация исследуемых зависимостей многочленами (параболами).

Выбор конкретного вида нелинейной зависимости можно проводить путем сравнения экспериментальной линии регрессии с характерными теоретическими кривыми для различных типов моделей. Так, если экспериментальная кривая имеет вид, показанный на рис. 5.3.а, то необходимо  применить формулу степенной зависимости, т.е. 
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Рис 5.3. Характерные  теоретические кривые для степенной (а) и показательной (б) функций.

Прологарифмировав данное выражение, получаем
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Заменяя 
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Значения b1 и b0 вычисляем по формулам (5.23-5.24). При этом вместо xi и yi ставятся значения 
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. Оценку параметра b0 получаем потенциированием оценки B0.

Если экспериментальная кривая имеет сходство с кривой, изображенной на рис. 5.3.б, то применяем формулу показательной функции 
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. Логарифмируя и делая замену переменных, получаем линейную модель
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и решаем аналогичным способом. Оценки параметров b1 и b0 получаем потенцированием значений B1 и B0 .

Если экспериментальный график имеет вид, показанный на рис. 5.4.а, то целесообразно формулу экспоненциальной зависимости 
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[image: image185.wmf]3
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Здесь экспериментальная кривая превращается в прямую линию на полулогарифмической сетке. Далее производим решение описанным выше способом.
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Рис 5.4. Характерные теоретические кривые для экспоненциальной (а) и гиперболической (б) функций.

Характерные кривые гиперболической зависимости 
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 приведены на рис 5.4.б. Линеаризацию производим методом замены 
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Значения оценок b1 и b0 также определяем по формулам (5.23-5.24), при этом вместо 
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 подставляем 
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Таким образом, если на практике мы сталкиваемся с необходимостью определения коэффициентов функции регрессии одного из указанных видов, то вначале рекомендуется привести такую функцию к линейному виду, а затем к линейной функции применять метод наименьших квадратов. В большинстве случаев такое преобразование оказывается более выгодным с вычислительной точки зрения, чем применение метода наименьших квадратов непосредственно к нелинейной функции. В дальнейшем для целей прогнозирования можно использовать либо полученную линеаризованную функцию, либо вернуться к первоначальному виду функции регрессии, что обычно менее выгодно.

Рассмотренные преобразования можно применять к нелинейным функциям, которые имеют только два неизвестных параметра, т.е. столько, сколько имеет линейная функция. Если неизвестных параметров три, то можно применить графический метод подбора эмпирических функций регрессии, или, другими словами, применить графический способ разработки регрессионных математических моделей [8]. Так, если экспериментальный график имеет вид, представленный на рис.5.5.а, то математическая модель может принять следующее выражение
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[image: image187.wmf]1
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Рис.5.5. Основные виды графиков для трёх неизвестных параметров

В этом случае необходимо предварительно вычислить значение параметра а. Для этого по экспериментальной кривой принимают три произвольные точки x1, y1; x2, y2;
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После этого следует принять 
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При графическом определении параметров математической модели 
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 обязательно, чтобы линеаризованная прямая строилась на координатной сетке, у которой начальная точка является 
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 принимать на крайних участках прямой.

Если экспериментальный график имеет вид, показанный на рис.5.5.б, то нужно воспользоваться формулой
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Путём замены 
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 можно построить прямую на полулогарифмической сетке
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где а предварительно определено с помощью формулы (5.31). В этом случае 
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Если экспериментальный график имеет вид, соответствующий кривым на рис 5.5.в, то применяется выражение
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Если принять 
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, т.е. получим прямую линию на сетке прямоугольных координат.

С помощью приведённых на рис. 5.3-5.5 графиков и выражений 5.2-5.33 можно практически всегда подобрать уравнение эмпирической формулы.

Пусть, например, необходимо подобрать эмпирическую формулу для следующих измерений [8]:
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На основе этих данных строится график (5.6. а), соответствующий кривым (5.7) (рис. 5.4. а)

После логарифмирования выражения (5.7) 
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[image: image90.wmf]e

b

b

lg

lg

2

,

15

lg

1

0

+

=

 и  
[image: image91.wmf]e

b

b

lg

5

,

4

lg

5

,

117

lg

1

0

+

=

.

Следовательно
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. Окончательно эмпирическая формула получит вид
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а – эмпирическая; б – спрямлённая

Рис. 5.6. Подбор эмпирической характеристики

Рассмотрим второй основной метод подбора нелинейных эмпирических функций регрессии, т.е. аппроксимация используемых зависимостей многочленами (параболами) вида 
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. Для обоснования выбора порядка (максимальной степени) параболы необходимо исходить из следующего [7]:

наибольшее число  экспериментальных точек, которые может иметь парабола порядка n, равно (n-1), т.е. парабола второго порядка может иметь не больше одного экстремума, парабола третьего порядка – не более двух экстремальных точек и т.д.;

согласно теореме Веерштрасса, любую непрерывную функцию (в нашем случае неизвестную  истинную криволинейную функцию регрессии) можно приблизить на конечном интервале сколь угодно точно параболой порядка n;

в большинстве случае при обработке экспериментальных данных оказывается, что аппроксимация эмпирических зависимостей параболами выше четвёртого порядка приводит к очень незначительному увеличению точности. Поэтому считается практически нецелесообразным применять параболы порядка выше четвёртого.
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Для приближённого определения порядка параболы рекомендуется по характеру расположения экспериментальных точек на корреляционном поле и по числу явно выраженных эмпирических экстремумов выбрать соответствующий порядок параболы. Например, к экспериментальным данным, нанесённым на рис. 5.7.а, целесообразно подбирать параболу второго порядка, на рис. 5.7.б – параболу третьего порядка.

Рис. 5.7. Характерные кривые для параболы второго порядка (а) и параболы третьего порядка (б).

Допустим, что между y и x существует криволинейная связь, аппроксимируемая параболой второго порядка
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Для оценки коэффициентов регрессии 
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 необходимо решить следующую систему уравнений
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Таким образом, для разработки регрессионной математической модели по результатам эксперимента необходимо предварительно установить общий вид искомой функции. Необходимо отметить, что не существует строгих математических методов, которые позволили бы "априори", т.е. до проведения корреляционно-регрессионного анализа указать общий вид функции. Обычно в практике вид функции регрессии выбирают по характеру расположения точек на корреляционном поле. При этом такой выбор обязательно необходимо дополнить логически профессиональным анализом физической сущности исследуемого процесса или явления с учётом опыта предыдущих исследований. Необходимо отметить, что выбор общего вида экспериментальной функции не является однозначным. Это значит, что одну и ту же экспериментальную зависимость можно аппроксимировать либо многочленом, либо показательной, степенной или логарифмической функций, т.е. функциями допускающими линеаризацию.

5.5. Оценка адекватности регрессионных математических моделей

Регрессионные модели обычно разрабатывают на основе ограниченного числа экспериментальных данных. Поэтому необходимо проверить их на адекватность результатам эксперимента, т.е. оценить, соответствуют ли расчётные, теоретические данные, полученные по разработанной математической модели экспериментальным данным и можно ли использовать полученную модель в дальнейших исследованиях, в частности, для целей прогнозирования изучаемого процесса или явления.

Методы оценки адекватности основаны на использовании доверительных интервалов, позволяющих с заданной доверительной вероятностью определить искомые значения оцениваемого параметра.

Одним из наиболее широко применяемых методов является дисперсионный анализ. Основная его идея заключается в разбиении полной суммы квадратов
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на два слагаемых
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где В – сумма квадратов регрессии, характеризует рассеивание значений y, вызванное линейной регрессией y на x, или другими словами, рассеивание значений y, определяемое изменением значений параметра x; С – остаточная сумма квадратов, характеризует неустранимое рассеивание y относительно теоретической линии регрессии, построенной по разработанной математической модели. Критерий дисперсионного анализа (критерий Фишера) основывается на сравнении суммы квадратов регрессии В с остаточной суммой квадратов С, т.е. на вычислении экспериментального значения критерия Фишера Fэ и сравнении его с теоретическим (табличным, критическим) 
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, принимаемым при требуемом уровне значимости α и числе степеней свободы ν1  и ν2 (ν1=1, ν2=N-d, где d – число коэффициентов в разработанной математической модели).
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Математическая модель считается адекватной результатам эксперимента, и, следовательно, её можно использовать для решения инженерных и научных задач, если выполняется следующее соотношение
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 Графическая интерпретация к расчёту критерия дисперсионного анализа приведена на рис. 5.8.
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 – линия, соответствующая среднему значению экспериментальных значений функции 
[image: image109.wmf]i

y

; 1 – экспериментальная кривая; 2 – теоретическая кривая, полученная по разработанной математической модели; 
[image: image110.wmf]i

y

 – экспериментальные значения функции; 
[image: image111.wmf]T
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 – теоретические (расчётные) значения функции.

Рис. 5.8 Графическая интерпретация к расчёту дисперсионного анализа.

Из рис. 5.8 следует, что чем более точно теоретическая кривая 2 огибает экспериментальные точки 
[image: image112.wmf]i

y

, т.е. чем более  точно аппроксимирует экспериментальную кривую 1, тем меньше значения остаточной суммы квадратов С, и следовательно, больше расчётное значение критерия Фишера Fэ.

5.6. Оценка точности прогнозирования на основании регрессионной
математической модели

Для прогнозирования значений функции y, отражающей интересующие исследователя стороны или показатели изучаемого процесса или явления, необходимо подставить в качестве аргумента в математическую модель значение аргумента 
[image: image113.wmf]*
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 (параметра процесса) на заданную перспективу и рассчитать прогнозируемое значение функции 
[image: image114.wmf]*
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. Для оценки точности прогнозирования необходимо определить доверительный интервал для прогнозируемого значения 
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. С этой целью рассчитывается значение несмещённой оценки дисперсии y, очищенной от влияния x, которая характеризует степень рассеивания экспериментальных точек 
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 вокруг теоретической кривой 
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Далее определяется значение половины величины доверительного интервала разброса среднего значения
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где 
[image: image120.wmf]N
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 – значение критерия Стьюдента.

Следующим шагом является определение величины периода упреждения (прогноза) П
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где 
[image: image122.wmf]N

x

 – максимальное значение признака по оси абсцисс. Например: произведена оценка кого-либо диагностического параметра y автомобиля через каждые 10 тыс. км. пробега x. Всего проведено на момент анализа 12 замеров. Таким образом N=12 (число точек по оси абсцисс). Максимальное значение аргумента  120 тыс. км. Требуется спрогнозировать значение y на пробег 
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 тыс. км. Величина П определяется следующим образом 
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Значение половины величины доверительного интервала для прогнозируемого значения вычисляется по формуле [9]
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Доверительный интервал для прогнозируемого значения 
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 определяется соотношением
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На основании результатов расчёта рекомендуется построить графики экспериментального распределения 
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 и теоретической кривой 
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 по полученной математической модели. На графике нанести прогнозируемое значение 
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 и его доверительный интервал.
5.7 Алгоритм разработки многофакторных регрессионных


математических моделей

Применение системного подхода к исследованию и прогнозированию развития явлений и процессов, имеющих место при решении научных и прикладных задач автомобильного транспорта, предполагает учёт, по возможности, всей совокупности факторов, оказывающих влияние на параметры оптимизации. При этом также необходимо учитывать взаимные связи между факторами. Поэтому при разработке многофакторных регрессионных математических моделей (далее многофакторных моделей) требуется конкретизировать включаемые в модель факторы. Для снижения размерности и конкретизации описания сложных объектов и явлений, применяются различные способы, и в том числе факторный анализ (в специальной научной и технической литературе часто употребляется термин "многофакторный анализ"). Таким образом, факторный анализ предшествует корреляционно-регрессионному анализу.

Факторный анализ представляет собой всесторонний теоретический анализ возможности существования связей между исследуемыми факторами. Он широко применяется в настоящее время при проведении экспериментальных исследований как в естественных (технических и экономических), так и в гуманитарных науках. Разработано много различных методов факторного анализа и их модификаций.

Широкий интерес к приложению методов факторного анализа обусловлен тем обстоятельством, что эти методы позволяют с некоторым приближением решать одну из наиболее распространённых задач научного исследования, а именно, задачу построения той или иной схемы классификации, т.е. компактного содержательного описания исследуемого процесса или явления на основе обработки больших информационных массивов. Основные положения факторного анализа были разработаны английским психологом Эдуардом Спирменом (1863–1945).

 Следует выделить две стадии факторного анализа: качественную и количественную. На стадии качественного анализа проводится профессиональный  логический учет причинно-следственных связей факторов (параметров) x1, x2, …, xр, которые по теоретическим соображениям могут оказывать влияние на изучаемый процесс или  явление, т.е. на результирующий признак У. Таким образом отбираются наиболее важные, на взгляд исследователя, факторы, качественно связанные с изучаемым вопросом, численные значения которых можно определить. 

На стадии количественного анализа с использованием специальных математических критериев отбираются факторы, влияние которых на исследуемый процесс или явление существенно. В многофакторных моделях существенными (значительными) обычно оказываются те факторы, которые с результативным признаком имеют существенную связь, а между собой – несущественную. 

Для оценки степени тесноты связи между каждым из рассматриваемых факторов xi  и результативным признаком (параметром оптимизации) y, можно использовать коэффициент парной корреляции 
[image: image131.wmf]i
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. В этом случае проводится парный корреляционный анализ между y и каждым фактором xi. Однако при изучении многомерных связей в некоторых случаях парные коэффициенты корреляции могут давать совершенно неверные представления о характере связи между двумя переменными [1]. Например, коэффициент парной корреляции 
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 между переменными y и x может принимать положительное значение, значимо отличающееся от нуля, либо от того, что увеличение независимой переменной x1 вызывает увеличение зависимой переменной y, либо от того, что увеличение обоих переменных y и x вызвано неучтенным при исследовании влиянием одной или более дополнительных переменных xi. Эти дополнительные переменные xi (как включенные, так и не включенные в регрессионную модель) затушевывают влияние независимой переменной x1 на зависимую переменную y и приводят к занижению или завышению действительной тесноты связи между исследуемой парой переменных. В этом заключается физический смысл основного недостатка при использовании коэффициента парной корреляции для выбора значимых факторов в многофакторных моделях.

Поэтому для измерения действительной тесноты связи между двумя переменными при обработке результатов эксперимента в современной прикладной математике используется выборочный частный коэффициент корреляции. Физический смысл его заключается в том, что при расчете предварительно исключается влияние других переменных на исследуемую пару, он является "очищенным" от влияния других переменных. Обоснование вычислительной процедуры подробно описано в [1]. На данном этапе рассчитывается корреляционная матрица, которая может быть представлена следующим образом:
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Здесь 
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 выборочный частный коэффициент корреляции между фактором xi функцией yi, а 
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 коэффициент корреляции между факторами xi и xj. Далее анализируются значения 
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. Если значение коэффициента 
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 по абсолютной величине более 0.75, то такие факторы называются коллинеарными, т.е. при такой тесноте связи имеется полная функциональная зависимость между xi и xj [10]. Если тесная зависимость существует между несколькими факторами, то такое явление называется мультиколленеарностью. С точки зрения чисто математической рекомендуется исключить один из таких факторов из анализа изучаемого процесса. Однако при решении практических инженерных и научных задач математический аппарат следует рассматривать в качестве "рабочего инструмента". Поэтому такое утверждение является слишком категоричным. В этой связи вопрос о включении каждого отдельного фактора как с самого начала, так и в процессе исследования должен решаться отдельно для каждого изучаемого процесса или явления. Как показывают расчёты и рекомендации специалистов в области корреляционных исследований, решать вопрос о целесообразности включения или исключения одного из двух коллинеарных факторов необходимо только из теоретических и экспериментальных или практических соображений в процессе исследования и анализа изучаемого процесса или явления [11]. Поэтому данный вопрос должен решаться в каждом конкретном случае непосредственно инженером-исследователем. При решении вопроса о том, какой из двух коллинеарных факторов исключить, можно рекомендовать следующее: исключить тот фактор xi для которого значение выборочного частного коэффициента корреляции 
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 с результирующим показателем (функцией) y меньше, т.е. он меньше оказывает влияние на изменение функции y.

После исключения дублирующих факторов рекомендуется снова провести парный корреляционный анализ, построить корреляционную матрицу и проанализировать её. Может оказаться так, что снова некоторые факторы будут коллинеарными, потому что после исключения дублирующих факторов на первом этапе возникает новый системный эффект оставшихся факторов.

Следующим шагом факторного анализа является проверка значимости каждого из факторов. С этой целью проверяют значимость коэффициентов регрессии bi по величине критерия Стьюдента 
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где 
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 – среднее квадратическое отклонение коэффициента регрессии. По таблицам распределения Стьюдента определяют 
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 – число степеней свободы. Если 
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, то в этом случае проверяемый коэффициент регрессии bi является значимым и соответствующий фактор xi оказывает существенное влияние на функцию (параметр оптимизации) y. В противном случае, т.е. если 
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, то такой фактор следует исключить. После этого строят новую промежуточную модель без исключенных факторов. И так повторяют расчеты до тех пор, пока все коэффициенты регрессии всех вошедших в уравнение факторов признаются значимыми. На этом количественная стадия факторного анализа завершается.

Далее проводится многофакторный корреляционный анализ. Теснота связи функции с аргументами определяется с помощью коэффициента множественной корреляции
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Где C – остаточная сумма квадратов, A – полная сумма квадратов (см. формулы 5.37 -5.39)

Значимость коэффициента множественной корреляции проверяется по критерию Стьюдента tR
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где 
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 – среднеквадратическая ошибка коэффициента множественной корреляции, определяемая по формуле
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По значению доверительной вероятности 
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 и числу степеней свободы 
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 определяют табличное значение критерия Стьюдента 
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, то значение R считается значимым и исследуемое явление или процесс могут быть аппроксимированы многофакторной линейной регрессионной моделью.

Если 
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, то исследуемая многофакторная зависимость не является линейной и необходимо подобрать одну из нелинейных моделей. С этой целью, как и в случае однофакторного (парного) анализа, необходимо рассчитать множественное корреляционное отношение 
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 и оценить его значимость.

Далее определяют коэффициент детерминации 
[image: image165.wmf]2
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, физический смысл которого рассмотрен ранее.

Адекватность разработанной модели, т.е. ее согласованность с результатами эксперимента, проверяется по расчетному значению критерия Фишера




[image: image166.wmf]p

R

p

N

R

F

расч

)

1

(

)

1

(

2

2

.

-

-

-

=

.




(5.51)

Вычисленное значение 
[image: image167.wmf].
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 сравнивается с табличным 
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  – число степеней свободы. Если 
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 – модель согласуется с экспериментальными данными, если 
[image: image172.wmf]2
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 модель не является адекватной.

5.8. Анализ многофакторной модели

Разработанную многофакторную модель рекомендуется начинать анализировать с коэффициентов регрессии bi. Коэффициент bi при i-ом факторе xi показывает, на сколько единиц в среднем изменяется функция, если величина i-го фактора изменится на единицу при условии, что все остальные факторы будут находится на постоянном уровне [10].

Однако коэффициенты регрессии имеют различный физический смысл, а главное, разные единицы измерения. Поэтому трудно определить какие факторы оказывают наибольшее влиянии на функцию (параметр оптимизации) y. Для устранения различий в единицах измерения при оценке полученных результатов по модели применяются частные коэффициенты эластичности Эi
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где 
[image: image174.wmf]i
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, 
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 – соответственно, среднее значение i-го фактора и функции.

Физический смысл коэффициента эластичности заключается в том, что он показывает, на сколько процентов в среднем изменяется функция y с изменением аргумента xi на 1% при фиксированном положении других аргументов.

В реальных условиях часто размах вариации (уровень колеблемости) отдельных показателей различен. Поэтому для сравнения степени изменения по факторам, имеющим различные единицы измерения, применяется коэффициент вариации
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где 
[image: image177.wmf]i

x
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 – среднее квадратическое отклонение экспериментальных значений фактора-аргумента xi. Физический смысл 
[image: image178.wmf]i
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 в данном случае заключается в том, что он характеризует резервы изменения данного фактора.

При определении степени влияния отдельных факторов-аргументов недостаточно использовать вышеприведённые коэффициенты. Так, может оказаться, что в факторе, имеющем наибольшее влиянии, заключены незначительные резервы его изменения, а в других факторах – значительные резервы.

Поэтому необходим такой показатель, который учитывал бы влияние анализируемых факторов с учётом различий в уровне их колеблемости. Таким коэффициентом является 
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где 
[image: image181.wmf]y

s

– среднее квадратическое отклонение расчётных (теоретических) значений функции, полученных по разработанной математической модели.

Физический смысл  
[image: image182.wmf]b

-коэффициента заключается в том, что он показывает, на сколько сигм (среднеквадратических отклонений) изменится функция с изменением соответствующего аргумента на одну сигму (среднеквадратическое отклонение) при фиксированном значении остальных аргументов.

Таким образом, при анализе многофакторного процесса или явления по предлагаемой методике используются не только коэффициенты многофакторных математических моделей, но и целый комплекс статистических характеристик.
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